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Chapitre 9
SERIES DE FOURIER

Définition 1

On appelle SERIE TRIGONOMETRIQUE toute série de fonctions ) f,
ol fy, 1t — ap cos(nwt) + by, sin(nwt) avec (ay), (by) des suites réelles.

REMARQUES
X Si )" f, est trigonométrique, alors les f,, sont 2U”—périodiques car f(t+ %ﬂ) = fn(%ﬂ)
+o00o
X Si D f, est trigonométrique et Y f,, CVS sur I vers S = Z fn, alors S est 2f—périodique.
n=0

En effet, on a S, (t + 2Z) = S, (%)

w
! L
S(t+2) S(2)
X Les séries de FOURIER étudient la réciproque de la 2° remarque,
i.e. étant donnée une fonction f 2mw-périodique, existe-t-il (ay) et (by,) telles que :
+00
VieR, f(t)= Z an, cos(nwt) + by, sin(nwt)
n=0
Dans la suite du cours, w = 1 — la période considérée sera égale a 2.

Définition 2

On dit que f : [0,27] — R est CONTINUE PAR MORCEAUX sur [0,27] si f est continue sur
[0, 27r] sauf en un nombre fini (éventuellement nul) de points x; pour lesquels f admet une limite

a gauche | notée f(z; ) = }llli)% f(x; —h) | et adroite | notée f(z]) = }llli% f(zi+h)
h>0 h<0
i.e. s'il existe xo, ..., z, dans [0, 27] tels que
1) 20=0<z1<...<zp =27
2) Vi € [[0..n — 1]], f continue sur |x;, T441]
et f admet une limite & gauche en x; (pour i # 0) et a droite en z; (pour i # n).

l4—

ZQ L1 X2 ; f(m7) =1
o0 & 27 Vi f§Z+§:_1
14 —

NOTATION
X (Y (R,R) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur R.

X C’S%Qﬂ (R,R) I’ensemble des fonctions continues par morceaux et 2m-périodiques sur R.

X C9 Tensemble des fonctions continues et 27-périodiques sur R.
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REMARQUES
x C'ccl
X Sife C’%QF(R,R) et o, ...,Z, constituent une subdivision de [0, 27],

27 n—1 Tit1
alors fydt =Y / f(t)dt
i=0 Y ¥i

0

Définition 3

Soit f : R — R continue par morceaux et 27-périodique sur R.
On appelle CEFFICIENTS DE FOURIER (réel) associés a f les ceefs a,, et b, définis par :

an(f>=1 2“f< )cos(nx)dx
=1 [57 f(z)sin(nz)dx

On appelle SERIE DE FOURIER DE f la série définie par :

204 Z an(f) cos(nx) + b, (f) sin(nx)

REMARQUES

X En toute rigueur, la série de Fourier de f est la série de fonctions ao
fn @ — an(f)cos(nz) + by, sin(nx)

f)—i-anoﬂ:

1 2
X Certains auteurs définissent a part ag(f) d’une fagon différente, a savoir : ag(f) = Py / f(z)dx
T Jo
et la série de Fourier de f sera alors définie par : )+ Z an(f) cos(nz) + by (f) sin(nx)

n>1

X Comme f, sin et cos sont 27-périodiques, on a :
2
an(f) = %f;ﬂr " f(x) cos(nx)dx

bn(f) = %f:‘”ﬂ f(z) sin(nx)dz va e R

X Plus generalement si f est T-périodique, alors

= i

La serle de Fourier de f est alors définie par :

+ Z an(f) cos(nwx) + by (f) sin(nwx)

X Il n’est pas évident que la série de Fourier de f CVS sur R et il est encore moins évident (c’est méme
faux) que sa limite vaut f.
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Proposition 1

f paire = b,(f) =0

. 0
Soit f € Cm72ﬂ(R7 R) alors { [ impaire = a,(f) =0

Preuve 1

1. f paire, alors  — f(x)sin(nz) impaire
donc by (f) = [™_ f(x)sin(nz)dz = 0
2. f impaire, alors x — f(z) cos(nz) impaire

donc an(f) = [ f(x)cos(nx)dx =0

Exemple

1size|0,2n]

. 0 , . o
Soit f € Cp, o, (R, R) définie par f(z) = { 0siz e |m 2]

0 T 27 -
27 ™
ag(f):;_/o f(:v)daczl/o dr =1
Soit n € N*
1 27 1 i
an(f) = = (x) cos(nx)dx = TF/O cos(nz)dr = o [sin(nz)]; =0
2m ™
b(f) = % | (2) sin(na)dz — % /0 sin(na)dz = ———[cos(n)]§
= (eos(nm) ~1) = (1~ (~1)")
q b2p(f) =0
‘oll
bop+1(f) = 2p+ )7
La série de Fourier de f est : % + % Z 2p1+ ] sin((2p + 1))

p=0

REMARQUE
Lorsque f : R — C, on utilise plutot les ceefficients de Fourier complexes de f notés ¢, (f) et définis dans

la proposition qui suit.
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Proposition 2 (définition)

Soit f € C’,On’% (R, C). Alors la série de Fourier de f est :
1 2

Z cn(f)ein:c =co(f) + Z cn(f)einac + c,n(f)e—inx ot cp(f) = o ; f(l‘)e_mmd:c
nez n=1
Preuve 2
La série de Fourier de f est :
aoéf) +Zan(f) cos(nx) + b, (f) sin(nx) = +Z M _{_bn(f)%
n21 n>1
_ ao(f) an(f) - an(f) mnT M —inx
= ) + ; 5 e -+ 5 e

Notons ¢, (f) = M

2
1 2w 1 2
alows (/) = 5 [ f(a) cos(na) — if () sin(na)do = o [ fl)e da
2 Jo o
n by, 1 [ ,
de méme n(f) + iba(f) = — f(x)e™dx = c_,(f)
2 2 0
REMARQUES
X Sife CS%T(R, C), la série de Fourier de f est Z cn(f)emt
nez
~ 1 T —inwe Im
o ¢u(t) = T/o flx)e dr et w= T

X Zun CV signifie Z(un +u_yp) CV ie. ( (ug + u_k)> CV ie ( Z uk) CvV

nes neN k=0 k=—n

Définition 4

Soit E un C-ev.
On appelle PRODUIT SCALAIRE sur E tout forme
X SESQUILINEAIRE (i.c. linéaire a droite et antilinéaire & gauche)

X HERMITIENNE ¢(z,y) = ¢(y, )

X DEFINIE et POSITIVE sur F.

OBSERVATION _
Antilinéaire signifie p(Az + py, 2) = Ap(z, 2) + ey, z)
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Exemples
1. E= .#,(C),(A, B) € E?

¢0: (A B)— tr(*AB)

© est un produit scalaire sur F.

En effet,

X  est antilinéaire & gauche car
©(A+AB,C) =tr(!(A+ AB)C) = tr(!(A+ X- B)C)
= tr(*AC) + Xtr('BC) = p(A,C) + Ap(B, C)

X  est linéaire a droite

X  est hermitienne car
o(B, A) = tr('BA) = tr ({('AB)) = tr(*AB) = tr (tZB) = tr("AB) = ¢(4, B)

X Montrons que ¢ est positive.
Soit A € .#,(C). Montrons que p(A, A) = tr(*tAA) >0
A = (ai;)
A = (bij) ou byj = ag;
A = (cij) ot i = bji = aj;

tZA = (dlj) ol dij = Zcikakj

n

k=1
tr("AA) = (i) =) amia

i=1 i=1 k=1
n n
d'ou p(A4,A) = ZZ lari|> >0
i=1 k=1

X © est définie car p(A4,A4) =0 = { )

2. E=C%a,b],C)
0 (fog)— [V F()g(t)dt

© est un produit scalaire sur F.
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Notation
+ .
On note 7 = {f € CSLQW(R, C) telle que Vt € R, f(t) = f(t);f(t)}

Exemple

R

1 C C

¢ 9

V- R

REMARQUE

Lorsque f € C’SMW(R, C) ne vit pas dans 7, il est facile de la transformer de telle sorte qu’elle soit dans 2,
comme le montre la définition suivante.

Définition 5

Soit f € €9, 5 (R, C).
On appelle REGULARISEE de f la fonction notée f : { R—C
" Lt ) + £0)
R R
L - % 1 <
i
0 i 2 R . 0 P~ 2% R
Gy Gy
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Proposition 3

L’application ¢ : (f,g) — 0277 f(t)g(t)dt est un produit scalaire sur Z.

Preuve 3
 est clairement sesquilinéaire, hermitienne et positive. Montrons que ¢ est définie.

Soit f € Z telle que ¢(f, f) = 0. Montrons que f = 0.
Comme f € 2, il existe une subdivision (z,...,z,) de [0,27] telle que f continue sur tout intervalle
N
C’r(‘)n 27

|, zi11[ et admet une limite & gauche et a droite en x;.

n—1

1

Ainsi, o(f, ) =0 = o Z / TF B F@)dt =0
=0

1 1
22/ t)[2dt = 0
=0

donc Vi € [[0.n —1]] [+ | f(t)|*dt = 0

d’ou Vi € [[0.n — 1]] Vt €lxy, 1| |f(H)]> =0

d’ou Vi € [[On — 1]] Vit E]mi,xi_ﬂ[ f(t) =0

i.e. f est nulle sur [0, 27], sauf éventuellement aux points x;.

asgj T Ty X3 Tp,

Yo Y ~
A A

0 - 27
or f € Zdonc f(x;) =1 (f(z]) + f(z])) =

i.e. f nulle sur [0, 27] donc sur R car f est 27T périodique.

REMARQUES

X ¢ est un produit scalaire sur C9_(R,C)
X ¢ n’est pas un produit scalaire sur C9 (R, C)

|
Zo r1 T2

X V€D, VieL, culf)=<enf>=q [ f()e ™dt

Proposition 4
La famille (ey)nez est orthonormée dans (2, <,>)

Preuve 4

Soit (n,m) € Z2. Montrons que < €, €y >= 0pm Ol €, : t — e

1 [ 1 [ 1 2
< én,em >:277/0 Q(t)em(t)dt:% ; e_mtezmtdt:%/o elm=n)t gy
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Sim#n
EL
1 . 27 1 Hf
<én,em >= 5 [el(m—n)t] =—F| ¢ (m n) 1
2mi(m —n) 0 2mi(m —n) ﬁ,_/
Sim=mn
2
< ep, ey >= — dt =1

2

THEOREME 1 : BESSEL
Soit f € 2.
N 1 27
Aois YN €N 3 [l NP < P = 5 [ Irto)ae

n=—N

Preuve 1

RAPPEL : (eq,...,¢ep) base orthonormée de F sev de (E, <,>)

alors Vo € E pp(x Z<el,x>el

Notons G = Vect ((en)-N<n<n)-
(én)—N<n<n famille orthonormée, donc orthogonale, et donc libre

d’out par définition de G, (en)—N<n<nv constitue une orthonormée de G .
N N

D’ou (par le rappel) : Vf € 2 pa,(f) = Z <eén f[f>e,= Z en(f)en
=—N n=—N
Pythagore

or [IFI2 =11 f —pay () +pan (N2 = 1f = pay (DI + ey (5]
—_———— N —
€GE; eGn
donc [[f]1* = llpay ()17

N N
ou ”pGN H2 =< Z Cn ena Z Cm(f)em >
n=—N m=—N
N N
= en(f) cm(f) < ensem >
nZ—N mZ—N S
N ,
= Z cn(fen(f)
n=—N
N
= 3 fealP
n=—N
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THEOREME 2 : RIEMANN - LEBESGUE

Soit f € 9.

Alors ¢, (f) — 0

Preuve 2

N
Par BESSEL, on a : |co(f)[? + Z (|Cn(f)|2 + ‘Cfn(f)|2) < AP [+
n=1

Observons d’un ceil attentif la série numérique Y- (Jen(f)|* + [c—n(f)[?).
Elle est a termes positifs, or par [«], la suite des sommes partielles associée a cette série est majorée donc elle
converge, donc son terme général tend vers 0, d’ott le THEOREME.

Proposition 5

Soit f € CY_(R,C)
AlorsVn € Z cp(f) =0 = f=0

Preuve 5

2

OnaVneZ L f)e ™dt =0 [xx]
2T 0

Par le théoréme de WEIERSTRASS, il existe une suite (Py) de polyndmes trigonométriques telle que :
If — Pnlloo e (i.e. (Py) CVU vers f sur R)

— 400

N
PN(t) _ Z pneint
n=—N

2
[xx] = f(&)Pn(t)dt =0
0
or (Py) CVU sur f sur R

2

ot i P =
douNiToo ; f(&)Pn(t)dt =0

2w 2 2 _ 2w
ot Jim [ p@P@a= [ g im PaGde= [ 7@ = /0 oG

donc f(t) = 0 sur [0,27] d’out f = 0 sur R par périodicité.
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Corollaire 5.1

Soit (f,9) € C9.(R,C).
Alors ¢, (f) =cn(g) = f=g

Preuve 5.1
en(f) =cnlg) = <en, f>=<en,g>

donc < ep, f—g>=0 ie c,(f—9g)=0
d’ou par la proposition précédente, f = g.

THEOREME 3 : PARSEVAL

Soit f € 2.
+oo 1 2
Mors Y e (DP =17 (=50 [ \f(t)Pdt)
n=-—00 T Jo
400 CL2
Et si f est a valeurs réelles : Z len (£ = 0 + Z f)+2(f
Preuve 3
2m
Soit h(x / FOf(t+2)
Montrons que :
L cp(h) = ‘Cn(f)P
“+o0o
2. Z |Cn(f)’26n € CSW(R7 (C)
“+oo
3 Cn< Z len ()] €n> = cn(h)

27 ot o
1. Cn(h) = 1/ h(l‘)e‘lnmdl‘ = i <1 f(t)f(t + a:)dt) e—inxdw
0

27 27 0 27 0

1 27 27 27
:42/ (/ f(t+a) —mdx> = 2/ F®)e™ (/ flt+a —m(t“)dx)d
s 7

changement de variable : u =t + z

= ﬁ /o% F(t)emt </tt+27r f(u)em“du> dt

or / " pe iy = / 7 e = 2ren(f) done

1 2T zn B
- Le, /f tdt = co(f)ealf) = lea(f)?

10
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€n (;) Z ’Cn(f)|2€n

nEZ neL
or cette série CVN (donc CVU) sur R

car 3 llen(F)Penlloe = 2 len(HI Jenllog et D len(f

nel ne” Sup|emt\ 1 nel
teR

2. La série de Fourier s’écrit donc : Z cn(h)

)|> CV (par BESSEL)

“+o00

d’ot la somme de cette série Z len(f)]?en est continue (et 27-périodique) sur R.

n=—oo

+00 too
3. Cn( Z |Cn(f)‘2€n> =< én, Z lem(f)Pem >

n=-—00 +Oom:700
= 2 len(H)P Lemem > = lenlF)P = en(h)
m=—oo Snm
+oo
d’otl par une proposition antérieure , on a h = Z len () 2en
donc Vz € R h(z Z lcn(f)]2e™
E ticulier, h(0 E 1 %*t Bt = = ” t)[2dt
n particulier _ZOO ~ 5= [ Twrma =5 [
Si f est a valeurs réelles :
+00 +oo
> leal DI = leoNP + D leal P+ le—n( )
n=-—o00 n=1
a3(f) N~ [ [anlh) = iba() " |anlf) +iba()
B 04 +Z 2 ‘ + 2
"
2 0
= WS @)+ B0+ a0+ B 0)
n=1
2 too
= WS @+ )
n=1
REMARQUE

Sans hypotheése supplémentaire, la série de Fourier de f ne converge pas uniformément sur R car

)| qui ne converge pas forcément.

Z len(f)enlloo = Z len(f)] Hen”oo = Z len(f

nel nez ne”Z

Définition 6

On dit que f : [0, 27] — [ R 27-périodique est C'! par morceaux

C )

et on écrit f € C} 5 (R, [ ]g ) si Iwo, ..., zn) € [0,27]" ! telle que :

X 20=0<z1<...<xpp =270
X f continue sur chaque ]z, z;41[ et f(z]) et f(z; ) existent.
X f dérivable sur chaque Jz;, x;i41[ et f'(z]) et f'(z;) existent.

11
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THEOREME 4 : DIRICHLET

X Soit f € CL, (R,C).
Alors la serie de Fourier de f CVS sur R vers la régularisée f de f, i.e. :

Vr e R Z en(f)e™ = f(z) (=5(f(@h) + f(=7)))

n=—oo

X Soit f € C} 5. (R, R).
Alors la série de Fourier de f CVS sur R vers la régularisée f de f, i.e. :

Vz e R ao + Zan cos(nz) + bn(f) sin(nz) = f(x)

Lemme 4.1

N
Notons sy (t) = Z e™ pour t € [—m, 7.
n=—N
sin (N + 3) ¢t
Alors pour t # 0, sN(t)((_—tQ))
sin (5)
Preuve 4.1
N o . - N o N o 701 Nt (N
_ wm — _ 7 —1 -
sN(t)—Z(e +e )—1—2(6) +Z(e ) —1= it + = -1
n=0 n=0 n=0
(Pt [emi(F5)t _pi(F3)t\  mi(F5)E [pi(F5)t _ omi(B5 )t
= i i it + —at it it —1
ez e 2 —e2 e 2 e2 —e 2
+1 s +1 : +1
_ ei%t—%sm( ) 1) _i_e—z‘%tmsm( ) 1) 1= sin ((557) 1) (ei%t+e—i%t) 1
—2isin (%) 2isin (§) sin (%)

QSin((T‘H) t) oS (%t) |- sin((N+ %) t) + sin (%) L= sin ((N—I— %) t)

sin (1) sin (1) T s (y)

Preuve 4 (DIRICHLET)

N
Notons Sy (z) = Z en(f)e™
n=—N

Montrons que Sy (x )ﬁf( )

N 1 4 1 [7
Swa)= 3 (27r f(t)e mtdt) e = — / £6) 32 eVt = o [ fsnla - Odi

L i T f@ = wpsw(w)(—du) = — [ fle— Dsn(b)dt
27r0 T+ 27T -
— o | rte—0sw(var+ - /0 flx = t)sn(t)dt

/

A (z) By ()
12
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1 0
W Ay(r) = - / (F@ — 1) — f(e™) + f(z™)) Sn(b)dt
1 [0 1 /O

— o [ (=t - s suwdi+ 5 [ fa)suia

X o /0 (fl@—t) = f(z")) Sn(t)dt LEZME 1 (fx—1t)— f(zT)) Mdt
27 - . 27 r sin (%)
or flz— t)_; f(z™) — f/(l,—&—) (qui existe par hypothése)
flz—t) — @) I G R LG -
donc =-2- . —2f(x
sin (3) sin (3) = o
—

z—0"

flz—t) - f@a")

sin (%)

IS 1 0 . 1 RIEMANN LEBESGUE
d’ou oy /_Wg(t) sin <<N + 2) t> dt N 0
LA fat) [ ZN

x"" 0 N . ; ZE+ al 0 int —int 0
= f(%)/7r (Z(emwemt)—l)dt—f(%) <Z/W(e’" +e m)dt—/ dt>

n=0 n=0 -7

donc g : t — continue par morceaux sur [—, 0]

2

_ ) /O (1 1)dt+§:(l[i”t]0 e )+(— )
DY o + ot T R b - i
CasTnZO
- ) i(l (1= (1) = o (= (1) +
o ot mn in m
)
2
- ot
D’ou An(x) o~ 0+ f(2 ): f(2 )

B By(z) se traite de la méme maniére en écrivant f(t —z) = f(t —z) — f(z7) + f(z™)

o
et on trouve que By (z) ——— G
N—-+o0 2

fE)+ f7)

N—+o0 2

D’ou SN(x) = AN(QZ) + BN(ac)

13
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Proposition 6

1. Soit f € C3 (R, C).
alors Vn € Z* ¢, (f) = Len(f)

2. Soit f € C1_(R,R).

alors Vn € N*

Preuve 6
2r _ o _
L) =5 [ 10 i S P i O
0
2w
=5 (2 O 4= f’(t)ei”tdt)
= el
2 _ u —
o a1 [ s i N A
1 1,_/0—2” 1 2w , )
= - (n [f(t)sin(nt)]5" —— ; () Sln(nt)dt)
= ()
1 u(t) = f(t) = ()= f'(?)
X b,(f) = 7r/0 f(t) sin(nt)dt v(t) = - cos(nt) <= /(t) =sin(nt)
0
e c— 2
:% (i [f(t) cos(nt)]gﬂ—t—% /0 £(t) cos(nt)dt)
= —an(f)

14



Mathématiques
CHAPITRE 9 : SERIES DE FOURIER

Info-Spé 04/05
EpiTA

THEOREME 5 : WIRTINGER

1 2w
Soit f € C1_(R,R) telle que 2/ f(t)dt=0
T Jo

2

2
alors/o (f(t))zdtg/ (f'(t))%dt

0

Preuve 5

par hypothése

21T
eo(f) = — / fdt £ 0

2 Jo
27
colf!) = % [ rwa- %( F2r) — F(0) =0 (car f 2m-périodique)

Apphquons PARSEVAL & f :

27
Z’Cn | + le—n(f )‘2: 1/ (f(t))th

27T0

Par la proposition précédente, on a :

2 RS 1 !
Zrcn B+ lea(DE =3 [ |- -eal)

n=1

2
1 /
+aeeal)

2w
donczwz (PP + el ) = [ (0P 16

Appliquons PARSEVAL a [’ :

too 27
Z en ()P + leon(F)2 = = / (F(0)2dt

277'0

21
. ng PP +lealPOF) = [ (@)t Lo

[x] et [*xx] donnent le résultat.

15
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Exercice 1

1. Donner la série de Fourier de la fonction f de période 2 définie sur [—1,1[ par :

ft)=e™" onzeC\Z (fix¢)

2. En déduire que Yz € R\Z

2 T
s o Z 1
sin?(7x) L (z—n)?

Solution 1

RAPPEL : Quand f est T-périodique
1 T —inwt N
en(f) = T/o f(t)e dt ou w= -

#0
—

1 [t ) 1
L cu(f) = / eimato—imnt gy / em(Z—n)tdt

2/ -1

N —

= 2271_(21_71) [eiw(z—n)t] 1_1 _ m(zl_n) (eiw(z—n) _ e_m(z_n)>

or eiw(z—n) — pimzp—imn — (_1)n€i7rz

et efiﬂ'(zfn) — (_1)n€f'i7rz
_ (71)’” itz —imz
donc ¢, (f) = Sin(e =) (e e ™)

La série de Fourier de f est Z cn(f)elmm
nez

2. Notons a présent z = x € R\Z

+o0 1 1
PARSEVAL = 3 ]cn(f)\2:2/ £ ()Pt
1

n=—oo

400 2 1 eﬂﬁ\z 1
—1)" . . 1 ; 1
) D" (i _ goimay| / Tt 24 — / dt =1
2im(x —n) 2/ 2/
n=—00
+oo 2
. sin®(7x)
te D o =t
n=—00
+oo 2
. 1 4
ie. =
_E: (x—n)?  sin?(rz)
n=—oo
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CHAPITRE 9 : SERIES DE FOURIER EriTA

Exercice 2

1. Donner la série de Fourier de la fonction f de période 2 définie sur [—1,1[ par :
f(t) =cos(mxt) ouxz e R\Z

2. En déduire :

™ 1 X (=)
=242 g —_ R\Z
sin(rx) x + xn:1 22 _p2 POWTE \

Réponse 2

(—=1)" - sin(mx)
m(x? —n?)

1. en(f) =

2. Appliquer DIRICHLET
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